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( Propagacién de enfermedades

as enfermedades infecciosas son un problema de salud a

nivel mundial, algunas llegan a ser mortales, pueden ser

causadas por bacterias, virus u hongos. Dependiendo de la
velocidad y la efectividad con la que se propagan estas enfermedades
pueden dar lugar a un brote, una epidemia y en casos mas graves se
puede llegar a una pandemia.

A lo largo de la historia han existido enfermedades letales cuya
propagacion ha reducido considerablemente a la poblacién mundial de
ese entonces. Por ejemplo, segun los datos recolectados y de acuerdo con
modelos modernos, se estima que la peste bubdnica que afectd
principalmente al norte de Africa, Europa y Asia llevo a la muerte a entre
80 y 220 millones de personas. La gripe espafiola infecté a entre 40 y 50
millones de personas y fue letal para entre el 2.5y 5% de la poblacién
mundial. La viruela fue una enfermedad infecciosa de la que se tienen
registros de su existencia desde el afio 10,000 a.C. y en 1980, se declaro
erradicada por la organizacion mundial de la salud. Sin embargo, durante
su existencia se produjeron epidemias periédicas que impactaron en la
poblacidn mundial, ya que hasta el 30% de los infectados sucumbian ante
la enfermedad, y los que sobrevivian, presentaban deformaciones
producidas por las cicatrices, mientras que otros ademas presentaban
ceguera. En Ameérica, se produjo un colapso demografico de las
poblaciones nativas debido a la introduccién de la enfermedad por los
colonizadores europeos.




El conocimiento de la letalidad de diferentes enfermedades, asi
como sus secuelas motivaron a la poblacion a tratar de evitar los
contagios adoptando medidas que se siguen utilizando en la actualidad.
Disponer de lugares especiales alejados de la poblacion para tratar a los
enfermos y aislar a los viajeros durante un periodo de 30 a 40 dias antes
de permitirles la entrada a las urbes, hoy en dia se conoce como
cuarentena y fue el principio del distanciamiento social como medida de
prevencion. Los estudios de las enfermedades y los medios por los que se
propaga también ayudaron a prevenir los contagios a través de una
mayor higiene y la reduccion de la exposicion con los infectados. Estos
estudios también dieron lugar a las primeras inoculaciones que
finalmente llevaron al desarrollo de vacunas para prevenir o reducir los
efectos de las enfermedades. En el caso de la viruela, se llevo a cabo un
programa de vacunaciéon masiva a nivel global, promovido principalmente
por la entonces Unidn Soviética, con el que se logrd erradicar la
enfermedad.

Por otro lado, la vacunacion y el desarrollo de tratamientos con
antibidticos permiten controlar y evitar grandes brotes de enfermedades
infecciosas, como la peste bubdnica. Sin embargo, la bacteria que causa la
peste bubdnica sigue circulando libremente en la naturaleza, con el
peligro latente de infectar a los humanos por la picadura de pulgas
portadoras o por el contacto con los fluidos de animales enfermos.

En la actualidad, una herramienta de gran utilidad para los
diferentes gobiernos e instituciones de salud son los modelos
matematicos que describen la propagacion de enfermedades infecciosas.
Estos permiten predecir la evolucion de un brote y de acuerdo con el
numero de infectados y la velocidad con la que se propaga la
enfermedad, se puede decidir si es necesario tomar medidas de salud
publica como el distanciamiento social, la instalacion de filtros sanitarios y
la vacunacion. También se puede observar la efectividad de la aplicacidon
de estas medidas preventivas en la reduccion de la propagacion de dicha
infeccion entre la poblacion.
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Cuando se habla de modelos matematicos de enfermedades
infecciosas lo mas comun es encontrarse con los modelos clasicos SIR
(Susceptible, Infectado, Recuperado), SEIR (Susceptible, Expuesto,
Infectado, Recuperado) o alguna de sus variaciones que incluyen etapas
adicionales de la enfermedad a través de las que se mueve la poblaciéon
que se infecta. En estos modelos cada etapa de la enfermedad se
describe con una ecuacion diferencial.

Las ecuaciones integrales con retardo no son ampliamente
utilizadas como ocurre, por ejemplo, con las ecuaciones diferenciales.
Esta es la razon principal por la que su aplicacion y estudio pasan
desapercibidos. Sin embargo, las ecuaciones integrales con retardo
permiten modelar fendmenos de transporte de materiales, dinamicas
internas introducidas por los controles de algunos sistemas con retardo,
también modelan dinamicas de poblacion y la propagacion de
enfermedades infecciosas.

/ Ecuaciones integrales con retardo \

Las ecuaciones integrales con retardo son un tipo de ecuaciones en las que la funcion a
determinar se encuentra como parte de un integrando, en este caso, el valor de la funcion
desconocida en un instante de tiempo (y(t)) depende de sus valores en tiempos pasados. Una
ecuacion integral con retardo puede definirse como:
0
y® = [ n@y+o)ae,

-h

donde h es el tiempo de retardo y la funcién n(8) se llama nicleo de la ecuacién, la condicién

Qicial es una funcién que se denota @(8) definida para valores de 8 entre [—h, 0). /
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A pesar de la poca popularidad de las ecuaciones integrales con
retardo, los modelos matematicos que se obtienen con su uso,
constituyen una alternativa que ofrece ventajas frente a los modelos mas
utilizados descritos por ecuaciones diferenciales. Por ejemplo en el
modelado de poblaciones, se considera el rango de edad en la que las
hembras son fértiles, asi como las probabilidades de dar a luz a otra
hembra. Realizando pequefias modificaciones a los modelos de poblacion
y cambiando la interpretacién de las variables, se obtienen modelos de
propagacién de enfermedades infecciosas como viruela, sarampion,
paperas, gripe espafiola, influenza y recientemente la enfermedad por
coronavirus COVID-19. Los modelos basados en ecuaciones integrales con
retardo permiten determinar el nidmero reproductivo efectivo (R) por
medio de operaciones simples, dando la oportunidad de observar los
cambios en el valor de este niumero. Otra ventaja de las ecuaciones
integrales con retardo es que los modelos epidemiolégicos se simplifican
y se puede reducir a una o dos ecuaciones si se quiere incluir la dindmica
del numero efectivo reproductivo. Esto a su vez simplifica el desarrollo de
simulaciones numéricas.

Modelado de enfermedades infecciosas

El modelado matematico de diferentes
fendmenos y procesos permite realizar
simulaciones numéricas para observar su
comportamiento bajo diferentes condiciones,
lo cual simplifica la toma de decisiones. Es
importante mencionar que los modelos
matematicos reducen los costos al disminuir
la cantidad de ensayos reales y permiten
experimentar en los casos en los que las
pruebas llevarian mucho tiempo, como es el <
caso de las dinamicas de poblacién.




Una de las aplicaciones que en afos recientes ha recibido mayor
atenciéon por parte de la comunidad cientifica, en parte debido a la
pandemia de SARS-CoV-2, es el andlisis de la propagacion de
enfermedades infecciosas. Debido a esta situacion, los modelos de
enfermedades comenzaron a tomar mayor importancia. Ademas de los
modelos compartimentales, basados en ecuaciones diferenciales como
los SIR o SEIR, se estudiaron modelos de ecuaciones diferenciales con
retardos y también modelos basados en ecuaciones integrales con
retardos.

El nimero reproductivo efectivo (R) del que se hablé tanto en las
noticias durante la pandemia de COVID-19 tiene una relacién directa con
el modelo pues aparece de forma explicita en la ecuacién integral con
retardo de la forma:

0

y(©) =R j 9(@)y(t + 6)do.
“h

En esta ecuacion, el valor del retardo (h) es el tiempo total en
gue una persona se mantiene infectada, es decir, desde el momento en
que tuvo contacto con una persona infectada y adquiere la infeccidn,
hasta el momento de su recuperacién. La infectividad, que se puede
definir como la capacidad de contagiar a otras personas, es variable;
aumenta desde el momento de la infeccion hasta llegar a un punto en
gue se es mas contagioso y, posteriormente, esta capacidad disminuye
hasta desaparecer cuando la persona se recupera. Esta variacion es
capturada en el nucleo de la ecuacién integral (g(8)). Una buena opcion
para representar el nucleo de la ecuacién en este caso es utilizar una
distribucion gama que, de acuerdo con diferentes investigaciones, es una
aproximacion biolégicamente realista y facil de caracterizar, pues solo se
requiere de dos valores: el factor de forma y el factor de escala. En la
practica, estos valores se determinan usando datos clinicos y realizando
un seguimiento de casos. La Figura 1 muestra la aproximacion de un
histograma de datos mediante una distribucién gama.
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Figura 1. Ejemplo de wun
histograma de frecuencias y su
aproximacién  mediante  una
funcién gama. En los modelos
epidemiologicos se realiza una
aproximaciéon similar con los
datos clinicos y el seguimiento de
casos, la funcion gama obtenida
se utiliza como nucleo de la
ecuacion integral con retardo.

En los modelos integrales no es posible observar la evolucion de
cada etapa de la enfermedad, es decir, la poblacidén susceptible, expuesta,
infectada y recuperada como ocurre en los modelos clasicos (modelo SEIR
y/0 sus variaciones), sino que se muestra la incidencia de la infeccion en
la poblacidn. En otras palabras, se observa la proporcion de la poblacion
gue se encuentra infectada en un tiempo determinado, sin importar en
qué etapa de la enfermedad se encuentran, es decir, si acaban de
adquirir la enfermedad o si estan a punto de recuperarse. La Figura 2
muestra el resultado obtenido al simular una ecuacion integral con
retardo representando la propagacion de una enfermedad infecciosa.
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Figura 2.
académico de una ecuacion integral con
retardo modelando la propagacion de
una infeccién; el nucleo de la ecuaciéon
es una distribucién gama, la incidencia
muestra el porcentaje de la poblacién
infectada en cada instante de tiempo t.

Simulacién de un ejemplo




Monitoreo del ndmero efectivo reproductivo

El retardo de los modelos integrales refleja de forma natural el
efecto de los cambios en las interacciones de la poblacién debido a la
toma de medidas de prevencién para reducir los contagios. Es decir, los
cambios en la forma en que se propaga la enfermedad no se observan
inmediatamente, como ocurre con los modelos que no toman en cuenta
los retardos, sino que, al igual que ocurre en la realidad, los cambios se
reflejan cierto tiempo después de tomar medidas sanitarias, como el uso
de cubre bocas, distanciamiento social y cuarentena. De esta forma, la
situacion actual es un reflejo de las acciones que la poblacién realizé con
anterioridad.

Debido a que el numero efectivo reproductivo aparece
explicitamente en la ecuacién integral, con este tipo de modelos es
posible realizar un seguimiento de dicho numero. Cabe mencionar que
esta es una tarea muy importante, pues los cambios en el numero
efectivo reproductivo son un indicador de la
efectividad de las politicas de salud publica que ‘
se hayan aplicado para reducir los contagios
entre la poblacidén. Si el valor de R es menor a 1,
la enfermedad no tiene potencial de convertirse
en epidemia y sera un brote que afectara a un
pequefio numero de individuos (la ecuacion es
estable). Por el contrario, si el valor es mayor a
1, la enfermedad tiene el potencial de provocar
una epidemia (la ecuacién es inestable). Los
cambios en el numero R y su efecto en la
incidencia de la infeccion sobre la poblacidn, asi
como la influencia del retardo, se muestran en
las Figuras 3y 4.
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Figura 3. Simulacion de una ecuacién integral con retardo de 10 dias y distribucion gama en
el nucleo. Se considera una condicién inicial constante para los 10 dias previos al inicio de la
propagacion, en este caso la incidencia muestra el nimero de individuos infectados. a)
Durante los 10 dias previos al inicio de la propagacion de la infeccion no hay un valor de R por
lo que no se observa en la grafica, durante los 10 dias posteriores al inicio de la propagacion
de la infeccion, se considera R = 2, en el dia 10 este valor se reduce abruptamente a R = 0.7. b)
Se observa un crecimiento inicial rapido y posteriormente, al reducir el valor de R, la incidencia
decrece hasta desaparecer, sin embargo, debido al retardo, el efecto del cambio en R se
observa hasta el dia 20.
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Figura 4. Simulacidon de una ecuacion integral con retardo de 10 dias y distribucién gama en
el nucleo, con condicién inicial constante para los 10 dias previos al inicio de la propagacion.
La incidencia representa el nimero de individuos infectados. a) El valor de R en los 10 dias
anteriores al inicio de la propagacién de la infeccidn no aparece en la grafica ya que en este
periodo de tiempo la ecuacién integral aun no actda. Durante los primeros 10 dias de la
propagacion se considera R = 2, en el dia 10 este valor comienza a disminuir linealmente hasta
llegar a R = 0.7 en el dia 20. b) Al principio el crecimiento es rapido, durante el periodo en que
el valor de R disminuye, la incidencia llega a un punto maximo para después decrecer, debido
al retardo, el efecto del cambio del valor de R en la propagacién de la infeccidén se observa 10
dias después.
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Nuevos estudios

Estudios recientes utilizan las ecuaciones integrales con retardo
para describir el comportamiento de la enfermedad por COVID-19.
Algunos autores defienden el uso de estas ecuaciones por las ventajas
que ofrecen, entre ellas la capacidad para monitorear el nimero efectivo
reproductivo para llevar un control de las medidas de prevencién de la
enfermedad; el aumento o disminucion de dicho numero es un indicador
de la efectividad de las medidas sanitarias tomadas por la poblacion.

Ahora bien, la estabilidad de los modelos infecciosos se deduce
mediante el valor del numero efectivo reproductivo R. Concluir sobre la
estabilidad del modelo se complica si se considera que el niumero efectivo
reproductivo es una matriz y no un escalar. Una matriz permite
considerar las interacciones entre diferentes grupos de la poblacion,
donde cada elemento representa el numero esperado de infectados,
como efecto de las interacciones entre los diferentes grupos. Los analisis
de estabilidad que extienden el criterio de Lyapunov permiten realizar el
analisis de las ecuaciones, donde R es una matriz. Cabe mencionar que el
criterio de estabilidad que se ha obtenido es simple y proporciona buenos
resultados, pues las condiciones de estabilidad resultan necesarias y
suficientes.

En caso de que no se quieran aproximar los datos clinicos del
nucleo (g(@)), con las ecuaciones integrales con retardo, se tiene la
posibilidad de trabajar directamente con un histograma de dichos datos
mediante una ecuacidn con nucleo constante por segmentos, lo que
deriva en una ecuacién con retardos multiples y nucleos constantes que

puede expresarse como:
0

y(t) = Ri f a;y(t + 6)de,
j=1
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donde a; para j=1,..,m sonconstantesy h es el retardo base. Gracias
a la extension del criterio de Lyapunov para ecuaciones integrales con
retardo, es posible analizar la estabilidad de ecuaciones con multiples
retardos y nucleos contantes, permitiendo analizar directamente un
modelo descrito por datos clinicos empleando un nucleo constante por
segmentos, sin necesidad de caracterizar la distribucion gama. Los
estudios de estabilidad donde se compara la ecuacion con multiples
retardos y nucleos constantes a partir de un histograma y la ecuacién con
la aproximaciéon del histograma por una distribucibn gama, arrojan
resultados similares para ambas ecuaciones, dando una ventaja adicional
a los modelos epidemioldgicos descritos con ecuaciones integrales con
retardo que puede ser decisiva a la hora de modelar y simular una
epidemia.
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